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Zusammenfassung 

^ I We consider the principal block of category O and its Z-graded 

Ph ' version introduced in |B(tS96j . On the space of honiomorphisms from 

r~| . a Verma module to an indecomposable tilting module we may define 

j^ ! natural filtrations following Andersen |And96j . The arguments giv- 

en in this article prove that these filtrations are compatible with the 
Z-graded structure, although explicitely we only show that the dimen- 
sions of the sucessive subquotients of the filtration are compatible with 
^ I this intuition. This statement is very similar to the semisimplicity of 

^^ ■ the subquotients of the Jantzen filtration proved in |BB93j . but the 

\f^ . method of proof is quite different. I would like to know how to direct- 

■^ I ly relate both results, as this would give an alternative proof of said 

^rr ' semisimplicity. 
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1 Deformationen der Kategorie O 



-(— > 

ri I Bemerkung 1.0.1. In diesem und dem nachsten Abschnitt wiederholen wir 

.^ I Resultate von |GJ81j in einer flir unsere Ziele angepaBten Sprache, die auch 

^ ' |Fiej sehr nahe steht. Seien D b D f) eine halbeinfache komplexe Lie- 

j^ . Algebra, eine Borel'sche und eine Cartan'sche. Sei S = S^ = 0{\)*) die sym- 

metrische Algebra von [). Wir betrachten die Kategorie Kring aller kommu- 

tativen unitaren Ringe T mitsamt einem ausgezeichneten Homomorphismus 

Lf : S -^ T. Gegeben T e Kring betrachten wir die Kategorie g-Modc-T 

aller g - T-Bimoduln, auf denen die Rechts- und die Linksoperation von C 

zusammenf alien. Nicht weiter spezifizierte Tensor produkte sind stets liber C 

zu verstehen. 



Definition 1.0.2. Gegeben T = {T,ip) G Kring'^ erklaren fiir alle A G [)* 
in jedem Bimodul M G Q-Modc-T den deformierten Gewichtsraum M^ 
durch die Vorsclirift 

M^ = M^ = {meM \{H- \{H))m = m^{H) ViJ G [)} 

Bemerkung 1.0.3. Gegeben M G g-Modc-T ist die kanonisclie Abbildung 
von der direkten Summe seiner deformierten Gewiclitsraume nach M stets 
eine Injektion 0^ M^ ^^ M. Im Fall T = 0(f)*) ist das offensichtlich, da die 
Gewiclitsraume M^ als T®T-Moduln gerade Trager im Graphen von (A+) : 
i)* -^ [)* haben und da diese Graphen paarweise disjunkt sind. Im allgemeinen 
haben unsere Gewiclitsraume Trager im Urbild unserer Graphen unter der 
von id^cp induzierten Abbildung Spec(C[()*] ® T) ^ Spec(C(()*) ® C([)*)) 
und sind damit ebenfalls disjunkt. 

Definition 1.0.4. Fiir jedes T G Kring definieren wir in unserer Kategorie 
von Bimoduln eine voile Unterkategorie, die deformierte Kategorie 

0{T) cg-Modc-T 

als die Kategorie aller Bimoduln, die lokal endlich sind unter n = [b,b] und 
die die Summe ihrer deformierten Gewichtsraume sind. 

Bemerkung 1.0.5. Besonders prominente Objekte dieser Kategorie sind die 
deformierten Vermamoduln 

At(A) = prod«(CA ® T) = U{q) ®u{b) (Ca ® T) 

fiir A G f)*, wobei zu verstehen ist, daB die Rechtsoperation von T nur den 
letzten Tensorfaktor bewegt, die Operation von U{b) auf Ca ® T aber ver- 
mittels der kanonischen Surjektion b ^> f) von der Tensoroperation von f) 
herkommt, wobei H E i) auf Ca operieren moge durch den Skalar X{H) und 
auf T durch Multiplikation mit ^p{H). 

Bemerkung 1.0.6. Die Kategorie 0{T) ist stabil unter dem Tensorieren von 
links mit endlichdimensionalen Darstellungen von q, wobei wir als Linksop- 
eration von q auf solch einem Tensorprodukt die Tensoroperation nehmen 
und als Rechtsoperation von T die Rechtsoperation auf dem zweiten Tensor- 
faktor. Mit einem Bimodul enthalt 0{T) auch alle seine Subquotienten. Im 
Spezialfall T = C und ip dem Auswerten am Nullpunkt von f)* ist 0{T), wenn 
man vom Fehlen gewisser Endlichkeitsbedingungen einmal absieht, schlicht 
die libliche Kategorie O von Bernstein-Gelfand-Gelfand, und Ac (A) = A (A) 
ist der Vermamodul mit hochstem Gewicht A. 



Definition 1.0.7. Wir betrachten welter die beziiglich () zu b opponierte 
Borel'sche b C und flir A G {)* den Unterbimodul 

Vt(A) C ind?(CA ®T) = Hom^(j,)([/(0), Ca ® T) 

der als die Summe aller deformierten Gewichtsraume im fragliclien Hom- 
Raum erklart wird. Wir nennen ilin den deformierten Nabla-Modul mit 

lioclistem Gewiclit A. 

Bemerkung 1.0.8. Unter der durcli die Restriktion gegebenen Identifikation 
unseres Hom-Raums mit Homc(t/(n), Ca ® T) entspriclit Vt(A) genau den- 
jenigen Homomorpliismen, die nur auf endlicli vielen ()-Gewichtsraumen aus 
f/(n) von Null verschieden sind. Die deformierten Nabla-Moduln gehoren 
auch zu 0{T). 

Bemerkung 1.0.9. Alle Gewichtsraume von Vt(A) und Ar(A) sind liber T frei 
und endlich erzeugt, und ist T nicht der Nullring, so haben die deformierten 
Gewichtsraume zum Gewicht (A — z/) in beiden Moduln den Rang dime U{nY . 
Wir haben kanonische T-Modul-Morphismen T -^ At{\)''^ ^^ At(A) sowie 
Vt(A) -» Vt(A)'*' ^ T und fiir jede Ringerweiterung T ^ T' kanonische 
Isomorphismen Ay (A) (8>t T' -^ At'(A) sowie Vt(A) ®r T' ^ Vt'(A). 

Bemerkung 1.0.10. Wir wahlen nun flir unsere Lie-Algebra elnen Involutlven 
Automorphlsmus r : g ^ g mit der Eigenschaft r|(, = —id und definieren 
einen kontravarianten Funktor 

d = dr: 0-Modc-T ^ g-Modc-T 

durch die Vorschrift, daB dM C Hom_T'(M, Ty die Summe aller deformierten 
Gewichtsraume sein soil im fraglichen Hom-Raum mit der durch r vertwisteten 
g-Operation. Ist M G g-Modc-T die Summe seiner deformierten Gewicht- 
sraume, so haben wir einen kanonischen Morphismus M -^ ddM, und sind 
zusatzlich alle deformierten Gewichtsraume von M frei und endlich erzeugt 
liber T, so ist dieser Morphismus ein Isomorphismus. 

Bemerkung 1.0.11. Die Restriktion auf den hochsten deformierten Gewicht- 
sraum definiert zusammen mit der universellen Eigenschaft der induzierten 
Darstellung einen kanonischen Homomorphismus 

Hom_T(prod?(CA (E)T),T) ^ ind? Hom_T(CA ® T, T) 

von dem man durch Betrachtung der deformierten Gewichtsraume erkennt, 
daB er einen Isomorphismus von Bimoduln 

dAriX) = Vt(A) 



liefert. Mit unseren Vorliberlegungen folgt dann auch (iVT(A) = At{X). Nach 
der Tensoridentitat hat weiter i?® At(A) eine Filtrierung mit Subquotienten 
At{X + I'), wo u liber die Multiinenge P{E) der Gewichte von E lauft, und 
da E^ bis auf die Wahl eines Isomorphisnius dE = E mit der Dualitat d 
vertauscht, gilt Analoges fiir E ® Vt(A). 

Proposition 1.0.12. 1. Fiir alle A induziert die Restriktion auf den de- 
formierten Gewichtsraum zum Gewicht A zusammen mit den beiden 
kanonischen Identifikationen Ar(A)'*' -^ T und Vt'(A)'^ ^ T einen 
Isoniorphismus 

Homo(T)(AT(A),VT(A))^T 

2. Fiir X ^ fi aus P)* gilt Homci(7^)(Ar(A), Vrl/i)) = 0. 

3. Fiir alle A,/i G [)* gilt Exto(r)(Ar(A), Vt(/u)) = 0. 

Beweis. Bezeichne R^ C i)* die Wuzeln von n und |-R^) C P)* das von R^ 
erzeugte Untermonoid und < die partielle Ordnung auf ()* mit A < yU -v^ /i G 
A + \R+). Jede kurze exakte Sequenz Vrl/i) ^ M ^ Ar(A) mit M G C(T) 
und A ^ /i spaltet, da jedes Urbild in M^ des kanonischen Erzeugers von 
At (A) bereits von n annulhert werden muB und folghch eine Spaltung hefert. 
Im Fall X < fi gehen wir mit d zur dualen Situation iiber. Das zeigt die 
Trivialitat der fraglichen Erweiterungen. Den einfacheren Fall der Raume 
von Homomorphismen behandelt man genauso. D 

Korollar 1.0.13. Seien M,N G 0{T). 1st M ein direkter Summand eines 
Objekts mit endlicher Ax-Fahne und N ein direkter Summand eines Objekts 
mit endlicher Vx-Eahne, so ist der Morphismenraum Homo(r) (M , A^) ein 
endlich erzeugter projektiver T-Modul und fiir jede Erweiterung T ^ T' 
liefert die offensichtliche Abbildung einen Isoniorphismus 

RomoiT) (M, N) (g)T T' ^ RomoiT') {M ®t T\ N ®t T') 
Beweis. Das folgt sofort aus ll.0.l'2l Die Details iiber lasse ich dem Leser. D 

Bemerkung 1.0.14. Ist Q G Kring ein Korper und landen fiir alle Wurzeln 
a die Kowurzeln a^ unter S —>■ Q nicht in Z C Q, so ist die Kategorie 
0{Q) halbeinfach (d.h. alle Surjektionen spalten) mit einfachen Objekten 
Aq(A) = Vq(A) fiir A G r- 



2 Deformation unzerlegbarer Kippmoduln 

Bemerkung 2.0.15. Bezeichne D = S^o) der lokale Ring am NuUpunkt von 
i)*. 1st A G f)* gegeben mit A(A) einfach, so ist die kanonische Abbildung ein 
Isomorphismus 

Azp(A) ^ Vd(A) 

In der Tat reicht es zu zeigen, daB diese Abbildung Isomorphismen auf alien 
Gewichtsraumen induziert, und diese sind freie Moduln von endlichem Rang 
liber dem lokalen Ring D. Es reicht also nach Nakayama zu zeigen, daB 
unsere Abbildung unter ^dC ein Isomorphismus wird, und das folgt sofort 
aus unserer Voraussetzung. 

Definition 2.0.16. Gegeben T e Kring'^ bezeichne JC{T) C 0{T) die klein- 
ste Unterkategorie, die (1) diejenigen At(A) umfaBt, fiir die die kanonische 
Abbildung einen Isomorphismus Ar(A) ^ Vt(A) liefert, die (2) stabil ist 
unter dem Tensorieren mit endlichdimensionalen Darstellungen von g, die 
(3) stabil ist unter dem Bilden direkter Summanden und die (4) mit jedem 
Objekt auch alle dazu isomorphen Objekte enthalt. Wir nennen /C(T) die 
Kategorie der T-deformierten Kippmoduln. 

Bemerkung 2.0.17. Fiir C = Co € Kring sind die Objekte von /C(C) die 
iiblichen Kippmoduln in der klassischen BGG-Kategorie O. 

Proposition 2.0.18. Ist T E Kring ein voUstdndiger lokaler Ring "unter 
S" derart, dafi das Urhild in S seines maximalen Ideals gerade das Ver- 
schwindungsideal des Nullpunkts von f)* ist, so induziert das Spezialisieren 

®tC : /c(r) ^ /c(C) 

eine Bijektion auf Isomorphieklassen. 

Beweis. Die Kippmoduln in O sind gerade die direkten Summanden von 
Tensorprodukten einfacher Vermamoduln mit endlichdimensionalen Darstel- 
lungen. Die Proposition folgt mit ll.O.l^ aus den Definitionen und allgemeinen 
Tatsachen |Ben91j iiber das Liften von Idempotenten. D 

Bemerkung 2.0.19. Gegeben A G t)* notieren wir Kt{X) G /C(T) die T- 
Deformation des unzerlegbaren Kippmoduls K{X) G O mit hochstem Gewicht 
A. 



3 Die Andersen-Filtrierung 

Bemerkung 3.0.20. Seien gegeben K G g-Modc-T und A G [)*. Der Ubersichtlichkeit 
halber verwenden wir hier die Abklirzungen At(A) = A, Vr(A) = V und 
Homg_7- = Horn und betrachten die durch die Komposition gegebene T- 
bilineare Paarung 

Hom(A, K) X Hom(i^, V) -^ Hom(A, V) = T 

Bezeichnen wir flir jeden T-Modul H mit H* den T-Modul HoniT(M, T), so 
induziert unsere Paarung eine Abbildung 

E = Ex{K) : Hom(A, K) -^ Hom(ir, V)* 

1st hier K ein Kippmodul, so geschieht unsere Abbildung nach 11.0.131 zwis- 
chen endlich erzeugten projektiven T-Moduln. 1st zusatzlich T G Kring ein 
Integritatsbereich und erflillt Q = QuotT die Bedingung aus Bemerkung 
11.0.141 ist also 0{Q) halbeinfach mit einfachen Objekten Aq(A) = Vq(A), 
so ist unsere Paarung nichtentartet liber Q und unsere Abbildung E\{K) 
induziert einen Isomorphismus liber Q und ist insbesondere eine Injektion. 
Ist speziell T = C[[t]] der Ring der formalen Potenzreihen langs einer Gerade 
t5 C P)*, die in keiner Spiegelebene der Weylgruppe enthalten ist, so erflillt 
Q = Quot C[[t]] die Bedingung aus Bemerkung fl ■(1.141 Ist dann K G /C(C[[t]]) 
ein deformierter Kippmodul, so konnen wir vermittels der Einbettung 

ExiK) : Hom(A,ir) ^ Hom(/s:, V)* 

zwischen freien C[[t]]-Moduln von endlichem Rang die offensichtliche Fil- 
trierung auf der rechten Seite durch die f B.oTa{K, V)* nach links zurlickziehen 
und so eine Filtrierung auf Hom(A,_ft') = Homg_c[[t]](Ac[[t]](A), -ft") erhalten. 

Definition 3.0.21. Ist Kq G A^(C) ein Kippmodul der liblichen Kategorie 
O und K G /C(C[[t]]) eine C[[t]]-Deformation im Sinne von l2.0.TSl mit S —>■ 
C[[t]] der Restriktion auf eine formale Umgebung des Nullpunkts in der Ger- 
ade tp mit p wie in 14.0.261 so nennen wir das Bild der eben erklarten Fil- 
trierung unter der Spezialisierung ®c[[t]]C die Andersen-Filtrierung auf 
Homg(A(A),irc). 

Bemerkung 3.0.22. Es bleibe dem Leser liberlassen, die Unabhangigkeit dieser 
Filtrierung von der Wahl der nur bis auf nichteindeutigen Isomorphismus 
wohldefinierten Deformation unseres Kippmoduls nachzuweisen. Das Ziel 
dieser Arbeit ist die Berechnung der Dimensionen der Subquotienten der 
Andersen-Filtrierung auf Homg(A(A), -/^(/x)) flir alle A,/i G f)* oder vielmehr 
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ihre Beschreibung durch Koeffizienten von Kazhdan-Lusztig-Polynomen. Die 
endgiiltige Formel flir die Dimension des i-ten Subquotienten einer beliebigen 
Andersen-Filtrierung lautet 

Hierbei gehen wir aus von einem p-dominanten Gewicht A G l^dom i'^ Sinne 
von I4.U.26I Es liefert zwei Untergruppen Wx D Wx der Weylgruppe wie in 
I4.U.29I ausgefiihrt wird, und x,y meinen Nebenklassen aus Wx/Wx mit x,y 
als langsten Reprasentanten. SchlieBlich meint A^ = WxX ■ A wie in 19.0.501 mit 
Wx dem langsten Element von Wx, und /i* wird dadurcli cliarakterisiert, 
dafi in den Notationen von Kazhdan und Lusztig das KL-Polynom Py^x in 
Bezug auf die Coxetergruppe Wx mit ilirer Langenfunktion / gegeben wird 
durch die Formel 

p -\^hi Jl{x)-liy)-i)/2 

In Wirklichkeit zeigen wir, daB die fragliche Filtrierung mit der Graduierungs- 
filtrierung zusammenfallt, die von der graduierten Version der Kategorie O 
induziert wird, aber es scliien mir niclit moglich, diese Erkenntnis im Rahmen 
eines Zeitschriftenartikels verstandlich darzustellen. 

Bemerkung 3.0.23. Die Jantzen-Filtrierung auf einem Vermamodul A(A) in- 
duziert natlirlich Filtrierungen auf Homg(P(/i), A(A)) flir P(/i) -^ A(/i) die 
projektive Decke in O. Diese Filtrierungen hinwiederum kommen in derselben 
Weise her von den durch Ac[[i]](A) -^ Vc[[i]](A) induzierten Einbettungen 

Hom0_c[[t]](^c[M](/i),Ac[[t]](A)) -^ Homg_c[[t]](Pc[[t]](/^), Vc[[t]](A)) 

mit Pc[[t]](/^) -^ Ac[[t]](A) den projektiven Decken in C(C[[t]]). Das zeigt die 
Analogic zwischen beiden Filtrierungen. Ich erwarte, daB Archipov's Kipp- 
funktor sogar diese Filtrierungen identifiziert, kann es aber leider nicht be- 
weisen, ohne die Jantzen-Vermutung vorauszusetzen. 



4 Deformierte Verschiebung 

Bemerkung 4.0.24. Bezeichnet Z C U{q) das Zentrum, so operiert natiirlich 
Z ®T auf jedem Bimodul M G g-Modc-T. Wir betrachten nun das push- 
out-Diagramm von C-Algebren 

Z®T 

/ \ 

Z®C[r] C[()*]®T 

\ / 

7 



wobei wir fiir ^ : Z ^ C[f)*] stets die Variante des Harish-Chandra-Honiomor- 
phismus mit ^{z) — z E Un nehmen. Er liefert eine endliche Ringerweiterung 
und dasselbe gilt dann auch fiir beide nach unten gerichteten Pfeile unseres 
Diagramms. Der Graph der Addition mit einem A G ()* ist eine irreduzible 
abgeschlossene Teilmenge von Spec(C[[)*] ® C[()*]) und dasselbe gilt fiir sein 
Bild in Spec(Z(8)C[f)*]). Das Urbild in Spec(Z(8>T) dieses Bildes bezeichnen 
wir mit S^ ^ Spec(Z (S)T). Per definitionem liaben Ax(A) und Vr(A) beide 
als Z Cg> T-Moduln Trager in 'E\. 

Lemma 4.0.25. Der Trager in Spec(Z ® T) jedes Elements eines Moduls 
M G 0{T) ist enthalten in einer endlichen Vereinigung von Mengen der 
Gestalt Sa mit A G f)*. 

Beweis. Sei v unser Element. Wir diirfen annehmen, daB gilt v G M^ fiir ein 
A G [)*. Wir diirfen weiter annehmen, daB das Erzeugnis von v enthalten ist 
in ®„<^ M^^^ fiir ein dominantes ganzes Gewicht v G X+. Dann besitzt 

U{q) ®u(b) r<x+u {U{b) ®t/(f,) (Ca ® T)) 

mit hoffentlich selbsterklarendem r<A+jy eine endliche A-r-Fahne und unser v 
liegt im Bild eines Homomorphismus von besagtem Objekt nach M. D 

Definition 4.0.26. Bezeichne p = p{R^) die Halbsumme der positiven 
Wurzeln. Wir setzen 

[)dom = {A G r I (A + p, a^) ^ {-1, -2, . . .} Va G i?+} 

und nennen die Elemente dieser Menge die p-dominanten Gewichte. Wir 

verwenden die iibliche Notation w ■ X = w{X + p) — p fiir die zum Fixpunkt 
— p verschobene Operation der Weylgruppe. 

Satz 4.0.27 (Zerlegung deformierter Kategorien). SeiT ein S(QyRing, 
d.h. der Morphismus S ^ T faktorisiere iiber den lokalen Ring S'(o) von [)* 
am Ursprung. So haben wir eine Zerlegung 

0{T)= W OxiT) 

wobei Ca(T) aus alien Objekten M G 0(T) besteht mit M = 0^eA+M^'' 
und suppz^tM C U«,gPF^«'-A- 

Beweis. Aus Ha n S^ 7^ folgt fiir T = S'(o) = D bereits W ■ \ = W ■ p.. Der 
Rest des Arguments lauft wie im Fall T = C. D 



Bemerkung 4.0.28. Ebenso wie im nichtdeformierten Fall liaben wir flir A, yU G 
f)^Qj^ mit ganzer Differenz A — yU G X Verschiebungsfunktoren 

T^ : Ox{T) ^ 0^{T) 

die exakt sind und Adjunktionen [T^, T^) erflillen und auch sonst die iiblichen 
Eigenschaften liaben. Wir nennen sie die deformierten Verschiebungen. 
Die Kategorie der deformierten Kippmoduln in einem unserer Blocke notieren 
wir /CT) n OxiT) = KxiT). 

Bemerkung 4.0.29. 1st T eine D-Algebra, so ist fiir A G f^dom "^^^ deformierte 
Verma-Modul At(A) projektiv in 0\{T). Die Isotropiegruppe eines Gewichts 
A G f)* unter der dot-Operation der Weylgruppe notieren wir W\, die Isotropiegruppe 
seiner Nebenklasse A = A + (i?) unter dem Wurzelgitter W^- Das langste El- 
ement von Wx notieren wir Wx-, die Ringe der Invarianten fiir die natiirliche 
Operation der Gruppen Wx C Wx auf D bezel chnen wir mit D^ D D^. 

Satz 4.0.30 (Deformation projektiver Objekte). Der Funktor ^dC : 
0{D) -^ (9(C) induziert eine Bijektion zwischen den Isomorphieklassen 
endlich erzeugter projektiver Objekte in beiden Kategorien. 

Beweis. |Soe90j . D 

Definition 4.0.31. Gegeben A G f)* bezeichne -Pd(A) G 0{D) das endlich 
erzeugte projektive Objekt, das unter ®_dC zu -P(A) spezialisiert. Wir nennen 
es die Deformation des Projektiven -P(A). Gegeben A G ^*^om benutzen 
wir fiir den deformierten antidominanten Projektiven die Abkiirzung Pr){wx ■ 
X)=AniX) = AiX). 

Satz 4.0.32 (Endomorphismen antidominanter Projektiver). Gegeben 
A G i)^om induziert die Multiplikation eine Surjektion Z®D -» Endc)(£)) A{X). 
Bezeichnet (H-A)" : S ^ S den Komorphismus zu (+A) : f)* -^ \)* , so hat die 
Komposition 

„ _ E®\d „ „ (+A)''iX)id _, ^ ^ ^ 

Z®D^—^S®D-^ S®D-^D (g)^x D 

das Bild D^ ®£,'\ D und denselben Kern wie die Surjektion aus dem ersten 
Teil und wir erhalten so einen Isomorphismus 

D^ ®^, D ^ Endo(D) ^(A) 

Beweis. Fiir A ganz wird das in |Soe92j gezeigt. Der Beweis im AUgemeinen 
ist im Wesentlichen derselbe. D 



Bemerkung 4.0.33. Der Ubersichtlichkeit halber verwenden wir im Folgenden 
meist die Abkiirzungen RomoiD) = Horn und Eiado{D) = End . Jede Wahl 
eines deformierten antidominanten Projektiven A{X) fiir A G f)dom liefert 
vermittels der Vorschrift V = Yd = Homc)(£))(A(A), ) einen exakten Funktor 



V: 0{D)^ D^ -Mode- D 

der natlirlich nur auf 0\{D) von Null verscliieden ist. 1st welter /i G i)^o^ 
gegeben mit A — /i G X und W^ D Wx und walilen wlr elnen Isomorphisnius 
T^A{fi) ^ ^(A), so koniniutlert das Diagranim 



Dt'^opD - 


^ EndA(/i) 


i 


i 


D^®D-^D - 


^ EndA(A) 



mit der von der Einbettung D^ C D^ induzierten linken Vertikale und der 
durch T^ und unseren Isomorphisnius induzierten recliten Vertikale, sielie 
jSoe92j . Halten wir so einen Isomorphisnius fest und wahlen auBerdem eine 
Adjunktion {T^,T^), so erhalten wir Isomorphismen 

Rom{ A{ij,),T^M) ^ Hom(r^M(/i), M) ^ Hom(A(A),M) 

die zusammen eine Aquivalenz von Funktoren definieren, bis auf die das 
Diagramm 

Ox{D) ^ D^-Modc-D 

Tx I i res 

0^{D) ^ D^'-Modc-D 

kommutiert. Mithilfe der Adjunktionen finden wir auch eine Aquivalenz von 
Funktoren, bis auf die das Diagramm 

O^iD) ^ D^'-Modc-D 



n i i D\ 



Wi^ 



Ox{D) ^ D^-Modc-D 

kommutiert. 

Bemerkung 4.0.34. Gegeben A, /i G f)dom ^^ ganzer Differenz kann man allge- 
meiner die Verschiebungen T^ : Ox{D) — >■ 0^{D) betrachten, die sich bekan- 
ntlich auch schreiben lassen als T^ = Tjj-T^ fiir ein und jedes v G fi^^^j mit 
ganzer Differenz zu A und /x und der Eigenschaft Wy = Wx H Wf^. Bilden wir 
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D", 



jjWxcw^, G Z^^-Modc--D'*', so konnen wir unsere Diagranime zusam- 
menfassen zum bis auf natiirliche Aquivalenz kommutierenden funktoriellen 
Diagramin 

Ox{D)^^D^ -Mode- D 



n 



0,{D) 



K®D^ 



^D'^-Modr-D 



Gehen wir zu den Adjungierten der Vertikalen iiber, so erhalten wir auch ein 
bis auf natiirliche Aquivalenz von Funktoren kommutierendes Diagramm 



-^L'^-Modc-^' 

Honij3M(D^, 

-^ D^ -Modr- D 






Theorem 4.0.35 (Struktursatz fur deformierte Kippmoduln). Die 

Funktoren V sind volltreu auf deformierten Kippmoduln. Genauer gilt fiir 
beliebiges X G Pidom- 

1. Gegeben K G 1C\{D) und F G 0\{D) ein Objekt mit A^-Fahne in- 
duziert V einen Isomorphismus 

Rom^_D{F,K) ^ RomDX_D{YF,YK) 

2. Gegeben K G }Cx{D) und F G 0\{D) ein Objekt mit V o-Fahne in- 
duziert V einen Isomorphismus 



Hom0_fl(ir,F) ^ Romnx -d{^K,WF) 



Bemerkung 4.0.36. In groBerer Allgemeinheit wird die erste Aussage als The- 
orem 10 in |Fiej gezeigt: Die Funktoren V sind sogar volltreu auf beliebi- 
gen Objekten mit einer endlichen Filtrierung, bei der alle Subquotienten 
deformierte Vermamoduln sind. 

Bemerkung 4.0.37. Im nichtdeformierten Fall T = C ist der Funktor V voll- 
treu auf den Kippmoduln eines gegebenen Blocks. In der Tat liefert ja flir 
jedes maximale Ideal x C Z und beliebig vorgegebene projektive Funk- 
toren F,G : U/xU-raod -^ U -mod und einen beliebigen Vermamodul A 
mit x^ = das Anwenden auf A eine Bijektion 



Trans, 



U/xU -mod- 



.(F,G)^Homg(FA,GA) 
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Das wird fiir projektive Vermamoduln bewiesen in |BG80j . und da nach 



JBGG75J die Einhlillende surjektiv auf die ad-endlichen Endomorphismen 
jedes Vermainoduls geht, funktioniert der dort gegebene Beweis allgemeiner 
fiir jeden Verinamodul. Die Einbettung eines einfachen Vermainoduls Ag in 
einen projektiven Vermaniodul Ap liefert also Bijektionen 

Homg(FAe, GAe) ^ Homg(FAp, GAp) 

Da sie aucli Bijektionen V-FAg ^ YFAp liefert, folgt die Behauptung. Im 
nichtdeformierten Fall kann jedocli von Volltreulieit auf Morphismen von 
Kippmoduln zu dualen Vermamoduln oder von Vermamoduln zu Kippmod- 
uln keine Rede sein. 

Beweis. Gegeben A,/i G Pij^jj^ mit ganzer Differenz sei D^ G D^-Modc-D'^ 
der Bimodul D^^'~^^'^. Die vorhergehenden Uberlegungen zeigen, daB das 
Diagramm 

}iom,_niF,T^K) ^ Rom^.niT/^F, K) 

I I 



Homi5M-i)(VF, YT^K) Hom^A_^(VT;F, YK) 

HomD.-D(VF,HomBA(D^,V7r)) ^ Hom^A_^(D^ ®z3m VF, V/C) 



i i 

kommutiert, wenn wir die beiden unteren vertikalen Morphismen mithilfe der 
eben eingefiihrten natiirlichen Aquivalenzen erklaren und die waagerechten 
Morphismen mithilfe der Adjunktionen. In diesem Diagramm sind alle Mor- 
phismen mit Ausnahme der beiden oberen Vertikalen offensichtlich Isomor- 
phismen. 1st die rechte obere Vertikale ein Isomorphismus, so mithin auch die 
linke obere Vertikale. Gilt in anderen Worten unsere Behauptung fiir K, so 
auch fiir T^K. Damit miissen wir sie nur fiir K einen deformierten einfachen 
Vermamodul priifen. Indem wir die Vermafahne von oben abarbeiten, diirfen 
wir sogar annehmen, daB F eine direkte Summe von Kopien eben dieses ein- 
fachen Verma-Moduls ist. In dem Fall ist aber die erste Behauptung klar. 
Die zweite Behauptung zeigt man analog. D 

5 Geometrische Argumente 

Notation 5.0.38. Bezeichne gMod-A die Kategorie der graduierten Rechtsmod- 
uln liber einem graduierten Ring A. Bezeichne DerG'(X) bzw. Derg(X) die 
aquivariante bzw. die aquivariante gegen die Pfeile beschrankte derivierte 
Kategorie zu einer komplexen algebraischen Varietat X mit einer Opera- 
tion einer komplexen algebraischen Gruppe G und bezeichne Deici^i G) die 
Morphismen in diesen Kategorien. 
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Bemerkung 5.0.39. Wir arbeiten im folgenden in der Kohomologie stets mit 
komplexen Koeffizienten. Seien ganz allgemein X eine komplexe algebrais- 
che Varietat mit einer Operation einer algebraischen Gruppe B. Sei X = 
YiaeA-^a eine Stratifizierung in irreduzible lokal abgeschlossene glatte B- 
stabile Untervarietaten derart, daB der AbschluB jedes Stratums eine Vere- 
inigung von Strata ist. Bezeichne \a\ die Dimension von Xa und Ca = Xa[\a\] 
die "konstante perverse Garbe" in Der B{^a)- Bezeichne weiter ja : X^ ■— > X 
die Einbettung. Seien nun J-',Q E DerB(X) gegeben mit der Eigenschaft, daB 
fiir alle a E A gilt 

in DeiBiXa) fiir geeignete fai9a ^ -^- Haben wir unter diesen Annahmen 
zusatzlich fa=^ = 9^ fur ^ + kl ungerade und H^{Xa) = fiir z/ ungerade, 
so induziert H^ fur alle * eine Injektion 

BeiBiJ'^gi*]) ^ Hom(HB^,HB6^) 

und die Dimensionen der homogenen Komponenten auf der linken Seite wer- 
den gegeben durch die Formel 

dimDer^(^, g[n]) = ^ /X dimHUXa) 

I/— /i+fc=n, aEA 

Der Beweis lauft voUig analog zum Beweis von Proposition 3 auf Seite 404 
von |Soe01j und soil liier niclit wiederholt werden. 

Bemerkung 5.0.40. Seien GdP = Pi_dBdT eine halbeinfache komplexe 
algebraische Gruppe, eine Parabolische, eine Borel und ein maximaler Torus. 
Seien W^ C W die Weylgruppen von P G G und sei L D T die Levi von 
P. Wir lassen B x P operieren auf G vermittels der Vorschrift {b,p)g = 
bgp~^. Bekanntlicli wird der aquivariante Kohomologiering H^^p{G) mit dem 
Zuriickholen ein Quotient von H^^p{pt) = if^^^(pt) = R ®c -R' fur R = 
0{LieT) der Ring der regularen Funktionen auf LieT, graduiert durch die 
Bedingung, daB Linearformen homogen vom Grad Zwei sein sollen, und R'' die 
PFi-Invarianten in R. Wir erhalten damit einen kanonischen Isomorphismus 

c:R(g)RwR'^H*p^p{G) 

So liefert die aquivariante Hyper kohomologie 

m^.P ■■ Der+,p(G) ^ gMod-if^,p(pt) 
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unter unserer Identifikation des aquivarianten Kohomologierings und der 
Identifikation Der^ ^p(G) = Derg(G/P) einen Funktor in die Z-graduierten 
_R-_R'^-Bimoduln 

Hb = H^ : Der+(G'/P) -^ R-gUod-R' 

Betrachten wir in Der^(G'/P) flir x G W/W^ nun den Schnittkohomolo- 
giekomplex XCx zuni Abschlufi von BxP/P. Sei Cy die konstante perverse 
Garbe auf ByB/P, die also als Komplex von gewohnlichen Garben im Grad 
—l{y) konzentriert ist, und bezeichne jy : ByB/P --^ G/P die Einbettung. 

Satz 5.0.41. Der Funktor Mb ist volltreu fiir Morphismen ICx —>■ jy*Cy[n] 
und jx\Cy —>■ XCy[n] und TCx — ^ TCy[n] in Der^(G/P). 

Beweis. In jSoeOlj . Proposition 2, Seite 402 wird der Satz fiir Homomorphis- 
men ICx -^ '^^y\p\ und P = B bewiesen. Ich werde im folgenden darlegen, in 
welcher Weise der dort gegebene Beweis mit eher unwesentlichen Anderun- 
gen auch diesen allgemeineren Satz zeigt. Zunachst beschranken wir uns auf 
den Fall P = B. Nach Lemma 6 auf Seite 405 von loc.cit. in Verbindung 
mit 15.0.391 ist der Funktor im Lemma sclion mal treu und die Dimension der 
fragliclien Hom-Raume ist bekannt. Nach Resultaten in |Soe06j kennen wir je- 
docli auch die Dimensionen der Hom-Raume im Bild und damit konnen wir 
das Argument mit einem Dimensionsvergleich abschlieBen. Genauer ergibt 
sich mit 15.0.391 die Formel 

dimcBeTB{TCx,jyXy[n])= Y, <x dime i/|(Pyfi/P) 

k+i=n 



Hier werden die n* ^ gegeben als Koeffizienten von Kazhdan-Lusztig-Polynomen 
und es gilt genauer 



E' 



y,i 



in Lusztig's Notationen fiir die Hecke-Algebra alias ^ ■ ny,^v^Hy = H^ in 
den Notationen aus jSoe97j . Andererseits wird in loc.cit. Lemma 5, Seite 402 
fiir P = B bewiesen, dafi die MbTCx gerade die speziellen Bimoduln 



MbTCx — B 



X 



sind, die in |Soe92j und |Soe06j diskutiert werden. Nun erinnern wir an 
den graduierten Bimodul Ry aus |Soe06j . der frei ist vom Rang Eins von 



rechts und von links mit ein- und demselben Erzeuger ly im Grad Null und 
der Eigenschaft rly = lyv"^ fiir r^ = y~^{r), sowie an seine beiden in der 
Graduierung verschobenen Versionen Ay = Ry[—l{y)] und Vj^ = Ry[ 
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Man zeigt unschwer Msjy^Cy = Vy und M.BJy\Cy = Ay. Wir miissen also die 
Gleichheit der Dimensionen 

dime BeTBilC^JyXyln]) = dimcgMod^„^(i?:,, Vj/[n]) 

zeigen. Nach |Soen6j . Theorem 5.15 ist jedoch Modu^R^Bx, Vy) graduiert frei 
als i?-Rechtsmodul, und notieren wir /i^^ die Zahl der im Grad i benotigten 
Erzeuger, so liefert Theorem 5.3 von loc.cit. in der Hecke-Algebra die Formel 

yGW yew 

in den Notationen von Lusztig bzw. von jSoe97j . In anderen Worten haben 
wir /ly .J. = riy^^, und wegen H^iByB/B) = R ergibt sich die behauptete 
Gleichheit der Dimensionen in jedem Grad. Der zweite Fall folgt dual und 
damit ist das Lemma im Fall P = B voUstandig bewiesen. Im allgemeinen 
Fall folgt die Treuheit unseres Funktors ganz genauso, aber fiir den Dimen- 
sionsvergleich miissen wir uns noch etwas mehr anstrengen. Wir behandeln 
hier nur die beiden Falle IC —>■ IC und IC -^ C, der verbleibende Fall kann 
dual behandelt werden. Bezeichnet vr : G/B -^ G/P die Projektion, so haben 
wir Mbtt^Q = res^I;!^' ^bQ und Hb-k*J^ = MbJ^ ^r^ R. Damit erhalten wir 
ein kommutatives Diagramm 

Ders (J^, 7T,g [n] ) ^^ Der^ (vr* J^, Q [n] ) 

i i 

gMod^_^„ (Hb^, Mbti^G [n]) gMod^_K(HB7r*^, MbG [n]) 

gModR_R.(HB^, res^lf UbQ [n]) ^^ gMod^_^(HB^ ®k' R, ^bG N) 

und mit der rechten oberen Vertikalen muB auch die linke Vertikale ein Iso- 
morphismus sein. Damit folgen die beiden Falle IC — > IC und IC -^ C fiir 
allgemeines P aus dem Fall P = B. D 

6 Singulare Bimoduln 

Bemerkung 6.0.42. Sei W eine endliche Gruppe von Automorphismen eines 
endlichdimensionalen affinen Raums E iiber Q, die von Spiegelungen erzeugt 
wird, und sei iS C W eine Wahl von einfachen Spiegelungen. Bezeichne R die 
regularen Funktionen auf dem Raum der Richtungsvektoren, graduiert durch 
die Vorschrift, daB lineare Funktionen homogen vom Grad 2 sein mogen. So 
gibt es nach jSoeOBj bis auf Isomorphismus eindeutig bestimmte Z-graduierte 
i?-Bimoduln B^ = B^{W) = B^{W,S,E) e /?-gMod-i? derart, daB gih 
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1. Die B^ sind unzerlegbar. 

2. Fiir e das neutrale Element ist B^ = R. 

3. Ist s G iS eine einfache Spiegelung mit xs > x, so gibt es eine Zerlegung 

B, ®Rs R[l\ =B,s® m{y)By 

l(y)<l{x) 

fiir geeignete Vielfachheiten m{y) G N. 

Im iibrigen besteht nach loc.cit. der Endomorphismenring dieser Bimoduln 
nur aus Skalaren, insbesondere bleiben sie unzerlegbar unter Erweiterung der 
Skalare. Sei nun S^ (Z S eine Teilmenge der Menge der einfachen Spiegelun- 
gen, Wi = (iS(,) C W ihr Erzeugnis, w,, G W^ das langste Element und R'' der 
Teilring der Wt-Invarianten. So behaupten wir unter denselben Annahmen: 

Lemma 6.0.43. Fiir jede Nebenklasse x G W /Wi, gibt es genau einen unz- 
erlegbaren Z-graduierten R-R''-Bimodul 5^ = i?^(VV, WJ G -R-gMod-i?*" mit 
der Eigenschaft, dafi fiir x eW den Idngsten Reprdsentanten der Nebenklasse 
X gilt 

rest^'i?.-05M/K)-2/(z)] 

Beweis. Oline Besclirankung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, daB W 
nur einen einzigen Fixpunkt hat. Da es sicli nach Annahme um eine rationale 
und mithin kristallographische Spiegelungsgruppe handelt, finden wir dann 
G D B D T eine komplexe halbeinfache algebraische Gruppe G mit Borel B 
und maximalem Torus T und Coxetersystem (W, S). Identifizieren wir in W- 
aquivarianter Weise if|.(pt;Q) mit der homogenen Komponente R^ von R, 
so gibt es nach |Soe01j einen Isomorphismus von Z-graduierten i?-Bimoduln 



B^ = B.bIC{BxB/B) 
Ist P = P^ eine Parabolische mit G D P D B, so zeigt der Zerlegungssatz 



von 



BL94J . angewandt auf die Projektion p : G/B —» G/P, fiir x maximal 



in seiner Wt-Nebenklasse schnell die Existenz einer Zerlegung 
paC{BxB/B) = IC{BxP/P)[l{w,) - 2l{z)] 






in Der^(G/P). Andererseits haben wir aber Mb o p* = Tes^_^ oMb und 
die M.bTC{BxP/P) sind unzerlegbar als graduierte i?-i?'-Bimoduln, da nach 
l5.U.41l die Skalare ihre einzigen Endomorphismen vom Grad < sind. D 
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7 Die Bimoduln zu Kippmoduln 

Bemerkung 7.0.44. Gegeben y & W bezeichne Sy den Bimodul, der von links 
schlicht 5* ist, von rechts jedoch die mit y getwistete Operation rly = lyT^ 
von S tragt. Gegeben ein Bimodul B zu zwei kommutativen Ringen bezeichne 
B den Bimodul, der daraus durcli Vertauschen der Linksoperation mit der 
Rechtsoperation entsteht. 

Satz 7.0.45. Sei X E Pi^om ^'^^ ^'^^^'^ Wx C Wx C W wie m \4.U.2y^ Gegeben 
X G Wx/Wx gilt fiir die Deformation des unzerlegharen Kippmoduls mit 
hochstem Gewicht WxX ■ A die Form,el 



YKgiw-xX ■X) = B^ ®5 S, 



•\ 



Bemerkung 7.0.46. Unsere Bimoduln 5^ sind graduiert frei von endlicliem 
Rang liber R, folglicli ist R ®/j 5^ schlicht der langs der Graduierung kom- 
plettierte Bimodul und er tragt insbesondere eine Rechtsoperation von i?'. 

Beweis. Bekanntlich bleibt ein unzerlegbarer Kippmodul unzerlegbar, wenn 
wir ihn aus Wanden rlicken. Genauer gilt fiir A, // G f)^on^ mit A + X = /i + X 
und W^ = 1 und x G Wx maximal in seiner Nebenklasse xWx notwendig 

T^K{wxX ■ A) = K{wfi,x ■ /i) 

Da T^T^ eine Summe von \Wx\ Kopien des Indentitatsfunktors ist, konnen 
wir uns beim Beweis des Satzes also auf den Fall A regular beschranken. Ist 
X = st . . .r eine reduzierte Darstellung durch einfache Spiegelungen von Wx-, 
so konnen wir dann Kg{wxX ■ A) induktiv charakterisieren als den unzerleg- 
baren Summanden von 

^r...MsAs{w-x-X) 

der nicht isomorph ist zu einem KgiyoxV ■ A) fiir y < x. Wenden wir V an, so 
erhalten wir daraus den unzerlegbaren Summanden von 

der nicht "schon vorher vorkam" . Das ist aber nach der Definition der speziellen 
Bimoduln genau B^ ^s S^j^. D 

8 Erganzungen zum Wechsel der Gruppe 

Bemerkung 8.0.47. Fiir G eine komplexe zusammenhangende algebraische 
Gruppe setzen wir Aq = H*{BG). Ist X eine komplexe algebraische G- 
Varietat und sind J-',Q E Der^(X) Objekte der aquivarianten derivierten 
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Kategorie, so bilden wir den graduierten Ac-Modul 

DerG(^,^M) = 0DerG(^,6^M) 

n 

Proposition 8.0.48. Seien G D H eine zusammenhdngende komplexe alge- 
braische Gruppe und eine zusammenhdngende abgeschlossenen Untergruppe. 
Sei X eine algebraische G-Varietdt und seien J^,Q E DeiciX) konstruier- 
bare Komplexe. 1st DeTG{^,Q[*]) graduiert frei iiber Aq, so induziert die 
offensichtliche Abbildung eine Bijektion 

Ah ^Ao DerG(.F, g[*]) ^ DerH(J-, g[*]) 

Beweis. Wir betrachten die konstante Abbildung A; : X — > pt und den voll- 
treuen Funktor 7^ : Der^(pt) -^ Ac-dgDer nach |BL94j und beachten 

DerG(.F, g[*])= H*^gK Hom(^, G) 

wo wir Honi(jF, ^) in Der^(X) bilden und A;* das direkte Bild in DerQ(pt) 
meint. 1st das nun ein freier Ac-Modul, so ist 'jck* Hom(jF, Q) bereits quasi- 
isomorph zu seiner Kohomologie und diese Kohomologie ist honiotopiepro- 
jektiv in A^-dgMod. Mit dem derivierten Funktor Afj®AG '■ ^G-dgDer — >• 
Ah -dgDer liaben wir nach |BL94j . 12.7.1 weiter kanonisch 



Ah 'S)Aa °7g = 7h o resc 
und bei homotopieprojektiven Objekten M G Aq -dgMod liaben wir zusatzlich 

Ah (^Ag M = Ah ®Ag M 

Da k^, und Horn mit der Restriktion der Gruppenoperation vertauschen, zeigt 
das die Proposition. D 

9 Geometrie der Filtrierung 

Bemerkung 9.0.49. Gegeben ein Ring R, ein Ringliomomorpliisnius R -^ 
C[[t]], drei i?-Moduln H,H',H" und eine i?-bilineare Abbildung 

(f-.H X H' ^ H" 

konnen wir auf C[[t]] (8>/j H eine Filtrierung erklaren durcli die Vorschrift 

ipih,h') EfC[[t]]0nH" 



F\C[[t]]0nH) = n 



iiii aWe h' e C[[t]] ^R H' 



und erhalten dann natlirlich auch eine induzierte Filtrierung auf C eg)/? H, 
deren Subquotienten wir F*(C ®h H) notieren. 
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Bemerkung 9.0.50. 1st zum Beispiel S die Komplettierung von S = 0{i)*) 
langs der natlirlichen Graduierung und S -^ C[[t]] die Restriktion auf die 
Gerade tp wie in l3.0.2l( so liefert die durch Komposition gegebene Paarung 

Homg_^(A^(A),ir^(^)) X Homg_^(ir^(/i), V^IA)) 

-.Homg_^(A^(A),V^(A)) 

die Andersen-Filtrierung auf dem Raum Homg(A(A), if (/i)), der ja durch 
ll.O.lHI mit }ioin^§{Ag{X), Kg{fi)) (g)^ C identifiziert werden kann. Natlirlich 

gibt es auch ein p G S* derart, daB V einen Isomorphismus 

Homg„^(A^(A),V^(A))^pHom^(VA^(A),VV^(A)) 

induziert, und niit diesem p konnen wir unsere Paarung umschreiben zu der 
wieder durch Komposition gegebenen Paarung 

Hom^._^(VA^(A), Vir^(/i)) x Hom^._^(VK^(/i), VV^(A)) 

^pHom^._^(VA^(A),VV^(A)) 

Hier kann ein moghches p dadurch bestimmt werden, daB unsere Paarung fiir 
A = /i eine surjektive Abbildung hefern muB. Nun wechseln wir die Param- 
eter, wahlen A e 1)^^^^ und notieren \^ = w^x ■ A fiir x G W\/W\. Um uns 
nicht hoffnungslos in der Notation zu verheddern, definieren wir weiter eine 
Variante V von V durch die Vorschrift 

VM = S^-^ ®^ VM 

so dafi sich I7.().4K1 vereinfacht zu \Kg{Xx) = -B^, wobei der Hut die Kom- 
plettierung langs der Graduierung meint. Mit weniger Miihe priift man auch 

VA^(A5) - W^(A5) - S^ 

in S'-mod-S'^, womit wieder der Bimodul gemeint ist, der von links schlicht 
S ist, von rechts jedoch die mit y getwistete Operation rly = l^r^ von S^ 
tragt. Ersetzen wir also V durch V, so landen wir bis auf einen Twist der 
S-Struktur um Wx bei der Paarung 

Roms_s.m,m X Hom^_^.(4^^|) 
-^PiB.omg_§^{S^,Sl) 

von S-Moduln und unsere Filtrierung entspricht eben der Filtrierung, die 
sich hier ergibt, wenn wir unser 5* -» C[[t]] dadurch abandern, daB wir es mit 
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Wx vertwisten. Hier meint pi das Bild von p unter w^- Da es bei der Wahl 
von pi eh nicht auf Einheiten von 5* ankommt, konnen wir auch pi bereits 
im noch nicht komplettierten Ring wahlen, und die entsprechende Paarung 
"vor Komplettierung" 

^p,iioms.s^{S^,S}) 

hefert am Ende auch denselben fihrierten C-Vektorraum. Diese Paarung hin- 
wiederum interpret ieren wir nun geometrisch. 

Bemerkung 9.0.51. Bezeichnet X C f)* das Gitter der ganzen Gewichte, so 
gibt es ein Paar G^ D T^ bestehend aus einer reduktiven zusammenhangen- 
den komplexen algebraischen Gruppe mit einem maximalen Torus derart, 
daB X = X(T^) die Gruppe seiner Einparameteruntergruppen ist und daB 
fiir ihre Weylgruppe gilt W{G'^ , T^) = Wx- In G^ wahlen wir dann eine Borel 
5^ zu iS n W\ und eine Parabolische P^ D -B^ zu Wx. Bezeichnet nun 



den Schnittkohomologiekomplex der entsprechenden Schubertvarietat und Cy 
die konstante perverse Garbe auf B"^ yP^ / P"^ ., so haben wir i?^ = H^vTCx 
und unsere Paarung "vor Komplettierung" vom SchluB der vorhergehenden 
Bemerkung laBt sich mithilfe von 15.0.411 interpretieren als die immer noch 
durch Komposition gegebene Paarung 

— >■ DeTQv[Jy\Cy,Jy^Cy) 

In der Tat muB hier auf der rechten Seite kein p-Faktor erganzt werden, da 
der Riickzug auf die dicke Zelle rasch zeigt, daB im Fall x = y unsere Paarung 
eine Surjektion liefert. Die Frage ist also, welchen filtrierten Vektorraum diese 
Paarung von A^v-Moduln liefert unter dem Homomorphismus A^v -^ C[t], 
der durch die Einbettung C^ ^^ T"^ mit Parameter Wxp gegeben wird. Nach 
18.0.481 fiihrt uns jedoch die Spezialisierung auf C[t] zur durch Komposition 
gegebenen Paarung 

iJeT£x[Jy\(-^y,-LLx) X UeT^x {-LLx, Jy*(-^yj 

^ Derj^x (j^iCy, Jy*C-yj 

Bezeichne y im Folgenden auch den Punkt yP^ von G^ / P"^ . Fiir ein geeignetes 
Produkt U von Wurzelgruppen aus G^ definiert die Multiplikation u ^^ uy 
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eine Einbettung U "-^ G^ / P"^ , deren Bild eine zur Zelle B'^ yP^ / P^ transver- 
sale Zelle ist, die unter unserem C^ auf y kontrahiert wird. Setzen wir 
Z = Uy n B'^xP'^ /P'^, so wird auch Z von C^ auf y kontrahiert, und beze- 
ichnet a : Z --^ G"^ /P"^ die Einbettung, so wird das Restringieren auf Z 
unsere Paarung von eben nicht andern. Setzen wir nun d = dim.B^yP'^ / P^ 
und bezeichnen mit j : pt ^^ Z die Einbettung von y und mit pt die kon- 
stante Garbe auf einem Punkt, so erhalten wir a*jy\Cy = j^pt[d\ = a*iy^Cy 
und a*ICx = IC[d] wird der verschobene Schnittkohomologiekomplex IC = 
XC{Z) von Z und unsere Paarung verwandelt sich in die durcli Komposition 
gegebene Paarung 

Dercx(j*pt,XC) x Der^x (XC, j=^pt) 
^Dercx(j*pt,j;pt) 

Nun konnen wir den ersten unserer gepaarten Moduln identifizieren mit dem 
Kohalm j'lC und den Zweiten mit dem Dualen des Halms j*IC und unsere 
Paarung liefert folglicli denselben filtrierten Vektorraum wie die Einbettung 
von freien C[t]-Moduln jXC ^^ j*1C. Jetzt besagt aber das "Fundamen- 
tal example" aus Abschnitt 14 von |BL94j gerade, daB der Kokern dieser 



Einbettung identifiziert werden kann mit der Sclinittkohomologie der projek- 
tiven Varietat Z = {Z — {y})/C^ verschoben um Eins, in Formeln also mit 
JC(Z)[1], aufgefaBt als C[t]-Modul aufzufassen ist in der Weise, daB t als 
der Lefschetzoperator wirkt. Der harte Lefschetz fiir die Sclinittkohomolo- 
gie aus |BBD82j sagt uns nun, daB die fragliche Filtrierung auf C ®£.[t\ tIC 
iibereinstimmt mit der durch die Z-Graduierung gegebenen Filtrierung, und 
diese kann bekanntlich durch Kazhdan-Lusztig-Polynome beschrieben wer- 
den. Genauer erhalten wir 

^ DeT{Cy[i],jllC^) 
= DeT{jy\Cy[i\,ICs) 

und dieser Raum hat bekanntlich die Dimension /i* ^ fiir y, x die langsten 
Reprasentanten von y, x. Das ist also auch die Dimension des i-ten Subquo- 
tienten der Andersen-Filtrierung auf 



Homg(A(A,-),ir(A,)) 
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